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Introduction : dynamique de Glauber et modèle d’Ising

Température de Curie

1895 : expérience de Pierre Curie.

Mise en évidence d’une transition de phase d’un comportement
ferromagnétique à paramagnétique : lorsqu’il est chauffé au delà de la
température de Curie, un matériau magnétique perd son aimantation.

↑ ↑ ↑ ↑ ↓
↑ ↑ ↑ ↑ ↑
↑ ↑ ↑ ↑ ↑
↑ ↓ ↑ ↑ ↑
↑ ↑ ↑ ↑ ↑

T < Tc

↓ ↓ ↑ ↓ ↓
↑ ↓ ↓ ↑ ↑
↑ ↑ ↓ ↓ ↑
↑ ↓ ↑ ↓ ↑
↓ ↑ ↓ ↑ ↑

T > Tc
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Introduction : dynamique de Glauber et modèle d’Ising

Interactions locales

Chaque atome d’un réseau a un “spin” + pour ↑ ou − pour ↓, et intéragit
avec ses voisins.

? +–

+

+

? =

{
+ avec proba ∝ eβS

− avec proba ∝ e−βS

avec S = somme des spins voisins
et β représente l’inverse de la température.

β ≪ 1 : proba de + et − assez proches

β ≫ 1 : on pénalise très fortement le fait de ne pas s’aligner avec S
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Dynamique de Glauber
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1. On choisit un site uniformément au hasard.
2. On tire U ∼ Unif[0, 1].
3. On calcule S la somme des spins voisins.
4. On met un spin −1 si U ≤ e−βS/(e−βS + eβS),
+1 sinon.
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Dynamique de Glauber

+

–

+

+

–

+

–

–

+

+

–

+

–

+

+

+

+

+

+

–

–

–

–

+

+

+

+

–

+

–

–

–

–

+

+

–

+

–

–

+

–

+

+

+

+

–

–

+

–

Corentin Faipeur Soutenance de thèse 16 octobre 2025 6 / 28
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Propriété d’énergie finie :
Même si tous les voisins de i ont un spin +1, la
probabilité d’avoir −1 en i est strictement positive
(et vice versa).
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Introduction : dynamique de Glauber et modèle d’Ising

Dynamique de Glauber

Dynamique sur une bôıte finie Λ ⋐ Z2.

Châıne de Markov sur {±1}Λ irréductible et apériodique =⇒ unique
mesure invariante µΛ,β.

Il s’agit du modèle d’Ising, introduit par Lenz et Ising dans les années
1920 : on a

∀σ ∈ {±1}Λ, µΛ,β(σ) ∝ eβ
∑

i∼j σiσj .
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Introduction : dynamique de Glauber et modèle d’Ising

Le modèle d’Ising

β = 0.35

(haute température)

β = 0.4406868

(température critique)

β = 0.45

(basse température)

Simulations : Vincent Beffara
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Introduction : dynamique de Glauber et modèle d’Ising

Mesures de Gibbs

On ajoute des conditions au bord et on fait tendre Λ vers Z2.

+

+

+ +

–

–

– –

On obtient des mesures de Gibbs en volume infini.
Ce sont toutes des mesures invariantes pour la dynamique de Glauber “en
volume infini”.

Théorème (Transition de phase du modèle d’Ising 2D (et plus) –
Peierls, Lebowitz Martin-Löf, van der Waerden)

Il existe un paramètre critique βc ∈ (0,∞) tel que

∀β < βc : unicité de la mesure de Gibbs.

∀β > βc : plusieurs mesures de Gibbs différentes.
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Pour le modèle d’Ising
Pour un modèle gaussien
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour le modèle d’Ising

Couplage par le passé en volume fini

Algorithme de Propp et Wilson (1996).

Pour chaque configuration σ ∈ {±1}Λ, on considère une dynamique
initialisée à σ à un temps négatif −τ .

Elles évoluent en parallèle en subissant les mêmes mises à jour (i.e.
mêmes choix de sites et même variables uniformes).

Théorème (Propp-Wilson)

Si τ est assez grand pour que toutes les dynamiques cöıncident au temps
0, alors la configuration commune est distribuée exactement selon la
mesure invariante µΛ,β.

Pour la dynamique décrite précédemment, il existe presque sûrement un tel
τ < ∞ !
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour le modèle d’Ising

Couplage par le passé en volume infini pour |β| ≪ 1

Pour chaque site i ∈ Zd , processus de Poisson (T i
n,U

i
n)n∈N sur

(−∞, 0)× [0, 1] : “marques” de mises à jour.

A t = T i
n, ∀j ̸= i σt(j) = σt−(j), on pose S =

∑
j∼i σt−(j) puis

σt(i) =

{
−1 si U i

n ≤ e−βS/(eβS + e−βS)

+1 sinon

Idée : on explore la dynamique vers le passé depuis le temps 0 pour
déterminer le spin en un certain site i0.
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour le modèle d’Ising

Couplage par le passé en volume infini pour |β| ≪ 1

A priori, lorsqu’on met à jour le site i , la nouvelle valeur du spin en i
dépend des spins voisins au temps de la mise à jour.

si U ≤ min
S

e−βS/(eβS + e−βS) : sûr de mettre −1

si U > max
S

e−βS/(eβS + e−βS) : sûr de mettre +1

−→“bonnes marques” : on peut arrêter l’exploration.

La proba qu’une marque soit bonne vaut 1− tanh(2d |β|).
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour le modèle d’Ising

Couplage par le passé en volume infini pour |β| ≪ 1

Si β est assez petit (en fait si 2d tanh(2d |β|) < 1), l’exploration se
termine presque sûrement.

Alors le spin en i0 au temps 0 s’écrit comme fonction mesurable des
marques.

Définition

Une mesure µ sur AZd
est un facteur de mesure produit s’il existe un

espace mesurable B, une fonction mesurable F : BZd → AZd
qui commute

avec toutes les translations de Zd et un processus i.i.d. Y = (Yi )i∈Zd à
valeur dans B tel que

Loi(F (Y )) = µ.
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour le modèle d’Ising

Couplage par le passé en volume infini pour |β| ≪ 1

Conséquences (Häggström-Steif)

Il existe β̃c ∈ (0,∞) tel que pour tout β ∈ [−β̃c , β̃c ] :

unicité de la mesure de Gibbs µβ, qui s’écrit comme un facteur à
portée fini d’une mesure produit.

il existe c > 0 tel que pour tout ℓ ≥ 1, il existe une loi ℓ−dépendante
sur {±1}Zd

telle que

∀Λ ⋐ Zd , dTV(µβ|Λ, νℓ|Λ) ≤ |Λ|e−cℓ.

Cette méthode ne fonctionne pas jusqu’au vrai point critique... mais elle
est valide pour β petit négatif.
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour un modèle gaussien

Modèle gaussien

On veut appliquer la même idée à un modèle avec un spin à valeur dans
tout R (au lieu de {±1}).

Soit X = (X (i))i∈Zd un champ gaussien centré stationnaire tel que pour
tout i ∈ Zd la loi conditionnelle de X (i) sachant (X (j))j ̸=i est

N

 ε

2d

∑
j∼i

X (j), 1

 .

Deux difficultés

spin à valeur continue

spin non borné
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tout R (au lieu de {±1}).

Soit X = (X (i))i∈Zd un champ gaussien centré stationnaire tel que pour
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Modèle gaussien

On veut appliquer la même idée à un modèle avec un spin à valeur dans
tout R (au lieu de {±1}).

Soit X = (X (i))i∈Zd un champ gaussien centré stationnaire tel que pour
tout i ∈ Zd la loi conditionnelle de X (i) sachant (X (j))j ̸=i est

N

 ε

2d

∑
j∼i

X (j), 1

 .

Deux difficultés

spin à valeur continue : OK en étant malin dans la fonction de MAJ

spin non borné
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour un modèle gaussien

Couplage maximal

Soit (πm) une collection de loi de probabilités à densité sur R.

Proba max de couplage des lois πm, de densité fm :

γ =

∫
R
inf
m

fm(t) dt.
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Couplage maximal

Soit (πm) une collection de loi de probabilités à densité sur R.

Proba max de couplage des lois πm, de densité fm :

γ =

∫
R
inf
m

fm(t) dt.

Généralisation de

max
X∼π1,Y∼π2

P(X = Y ) = 1− dTV(π
1, π2) =

∫
R
f1(t) ∧ f2(t) dt
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour un modèle gaussien

Couplage maximal

Soit (πm) une collection de loi de probabilités à densité sur R.

Proba max de couplage des lois πm, de densité fm :

γ =

∫
R
inf
m

fm(t) dt.

Pour les N (εm, 1), m ∈ R, on a

γ =

∫
R
inf
m∈R

1√
2π

e−(t−m)2/2 dt = 0

=⇒ pas de “bonnes marques”...
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour un modèle gaussien

Couplage maximal

Soit (πm) une collection de loi de probabilités à densité sur R.

Proba max de couplage des lois πm, de densité fm :

γ =

∫
R
inf
m

fm(t) dt.

Pour les N (εm, 1), m ∈ [−L, L], on a

γ =

∫
R

inf
m∈[−L,L]

1√
2π

e−(t−m)2/2 dt > 0

=⇒ pas de “bonnes marques”... sauf si on sait a priori que les spins des
voisins sont bornés.

Idée clef : on stratifie l’espace d’états R en différents niveaux.
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour un modèle gaussien

Modèle gaussien

(Ln)n≥1 suite croissante de niveaux.

q0 : =

∫ L1

−L1

inf
m∈[−L1,L1]

1√
2π

e−(t−m)2/2 dt > 0

= proba de couplage des N (εm, 1) pour |m| ≤ L1

qn : = inf
m∈[−Ln+1,Ln+1]

P(N (εm, 1) ∈ [−Ln, Ln]) ↗n→∞ 1

= proba minimale de {|N (εm, 1)| ≤ Ln} pour |m| ≤ Ln+1
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour un modèle gaussien

Modèle gaussien

On a besoin d’une cascade de bonnes marques (de plus en plus faciles à
obtenir).
Sa réalisation est controlée par un modèle de percolation à longue
portée, qui est sous-critique si qn → 1 assez vite et |ε| ≪ 1.

Théorème (F. 24)

Pour ε assez petit,

le champ gaussien X se réalise comme facteur d’une mesure produit

il existe c > 0 tel que pour tout ℓ ≥ 1, il existe un processus
ℓ−dépendant Y sur RZd

tel que

∀Λ ⋐ Zd , dTV(X |Λ,Yℓ|Λ) ≤ |Λ|e−cℓ.
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Modèle de percolation FK

Introduit par Fortuin et Kasteleyn en 1972.

G = (V ,E ) un graphe fini, p ∈ [0, 1], q > 0

Mesure de proba sur Ω = {0, 1}E : pour tout ω ∈ Ω,

ϕG
p,q(ω) ∝

∏
e∈E

pωe (1− p)1−ωe

qk(ω)

où k(ω) = nombre de clusters dans ω.
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Modèle de percolation FK

Mesure de proba sur Ω = {0, 1}E : pour tout ω ∈ Ω,

ϕG
p,q(ω) ∝

∏
e∈E

pωe (1− p)1−ωeqk(ω)

où k(ω) = nombre de clusters dans ω.

Loi conditionnelle sur chaque arête : pour tout e ∈ E ,

ϕG
p,q(ωe = 1 | ω|E\{e}) =


p si

p

p + (1− p)q
=: p′ sinon

NB : q < 1 ⇐⇒ p < p′.
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Dynamique de Glauber de la percolation FK
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Dynamique de Glauber de la percolation FK

1. On choisit une arête uniformément au hasard.
2. On tire U ∼ Unif[0, 1].
3. On ouvre l’arête lorsque U ≤ p si les deux extrémités
de l’arête sont dans le même cluster, et lorsque U ≤ p′ si
elles sont dans deux clusters distincts.
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Couplage avec une mesure produit

X0 = ω ∈ {0, 1}E
Au temps t, MAJ de l’arête e :

Xt(e
′) = Xt−(e

′) ∀e ′ ̸= e et

Xt(e) =


1 si Ut ≤ p et

1 si Ut ≤ p′ et

0 sinon

Loi invariante : ϕG
p,q

Y0 = ω

Au temps t, MAJ de l’arête e :

Yt(e
′) = Yt−(e

′) ∀e ′ ̸= e et

Yt(e) =

{
1 si Ut ≤ p′

0 sinon

Loi invariante :
⊗

e∈E B(p′)

Pour tout t on a Xt ≤ Yt , donc on obtient ϕG
p,q ⪯

⊗
e∈E B(p′).
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Couplage plus malin avec une mesure produit

Au temps t, MAJ du motif

e4

e3

e2

e1

▶ MAJ standard de e1, e2, e3 avec U1,U2,U3 dans Xt et Yt .
▶ MAJ améliorée de e4 avec U4 :

si U1,U2,U3 ≤ p, alors on sait que est satisfait dans Xt , et que

donc e4 sera ouverte ssi U4 ≤ p

=⇒ on peut faire Yt(e4) =

{
1 si U4 ≤ p

0 sinon
en conservant Xt ≤ Yt .

▶ MAJ standard de e1, e2, e3 avec U5,U6,U7 dans Xt et Yt pour
récupérer l’indépendance des Yt(ei ).
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Couplage plus malin avec une mesure produit

Au temps t, MAJ du motif

e4

e3

e2

e1

▶ MAJ standard de e1, e2, e3 avec U1,U2,U3 dans Xt et Yt .
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Inégalité de comparaison améliorée q < 1

Loi invariante de (Xt) : toujours ϕ
G
p,q.

Loi invariante de (Yt) :
⊗

e∈E1,E2,E3
B(p′)

⊗
e∈E4

B(p.p3 + p′(1− p3)).

Théorème (Beffara, F., Oke 25+)

Sur Zd , d ≥ 2, pour tout p ∈ (0, 1) et q < 1, il existe Ẽ et Ê deux
sous-ensembles d’arêtes de densité positive et ε̂, ε̃ > 0 tels que⊗

e∈E
B(p + ε̂1{e∈Ê}) ⪯ ΦZd

p,q ⪯
⊗
e∈E

B(p′ − ε̃1{e∈Ẽ})
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Loi invariante de (Xt) : toujours ϕ
G
p,q.

Loi invariante de (Yt) :
⊗

e∈E1,E2,E3
B(p′)

⊗
e∈E4

B(p.p3 + p′(1− p3)).
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Conséquences sur le portrait de phase pour q < 1

⊗
e∈E

B(p) ⪯ ΦZd

p,q ⪯
⊗
e∈E

B(p′)

si p′ < pc(Zd), le modèle est sous-critique + unicité de la mesure en
volume infini

si p > pc(Zd), le modèle est sur-critique (+ unicité de la mesure
uniquement en 2D)

Grâce à la théorie des “essential enhancements” d’Aizemann et Grimmett.
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⊗
e∈E

B(p + ε̂1{e∈Ê}) ⪯ ΦZd

p,q ⪯
⊗
e∈E

B(p′ − ε̃1{e∈Ẽ})

si p′ < pc(Zd) + δ̃, le modèle est sous-critique + unicité de la mesure
en volume infini

si p > pc(Zd)− δ̂, le modèle est sur-critique (+ unicité de la mesure
uniquement en 2D)

Grâce à la théorie des “essential enhancements” d’Aizemann et Grimmett.
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Portrait de phase en 2D
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Conclusion

Perspectives

unicité de la mesure pour FK en régime surcritique q < 1 ?

facteur d’IID pour FK avec q proche de 1 ? unicité ?

généralisation de la méthode “couplage par le passé” pour un modèle
d’Ising à longue portée :

µΛ,β(σ) ∝ eβ
∑

i,j Ji,jσ(i)σ(j)

avec Ji ,j = |i − j |−α.

ou avec des (Ji ,j) aléatoires ?

Merci pour votre attention !!
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