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Introduction : dynamique de Glauber et modéle d'lsing

Température de Curie

1895 : expérience de Pierre Curie.
Mise en évidence d'une transition de phase d'un comportement

ferromagnétique a paramagnétique : lorsqu'il est chauffé au dela de la
température de Curie, un matériau magnétique perd son aimantation.
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Introduction : dynamique de Glauber et modéle d'lsing

Température de Curie

1895 : expérience de Pierre Curie.

Mise en évidence d'une transition de phase d'un comportement
ferromagnétique a paramagnétique : lorsqu'il est chauffé au dela de la
température de Curie, un matériau magnétique perd son aimantation.
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Introduction : dynamique de Glauber et modéle d'lsing

Interactions locales

Chaque atome d'un réseau a un “spin” + pour 1T ou — pour |, et intéragit
avec ses voisins.

+
5 _ )T avec proba o e
- ? + ' —  avec proba o e P°
+ avec S = somme des spins voisins

et 3 représente |'inverse de la température.
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Introduction : dynamique de Glauber et modéle d'lsing

Interactions locales

Chaque atome d'un réseau a un “spin” + pour 1T ou — pour |, et intéragit

avec ses voisins.

+
5 _ )T avec proba o e
- ? + ' —  avec proba o e P°
+ avec S = somme des spins voisins

et 3 représente |'inverse de la température.

@ 0« 1: proba de + et — assez proches

@ 3> 1: on pénalise trés fortement le fait de ne pas s'aligner avec S
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Introduction : dynamique de Glauber et modéle d'Ising

Dynamique de Glauber
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Introduction : dynamique de Glauber et modéle d'lsing

Dynamique de Glauber
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. On choisit un site uniformément au hasard.

. On tire U ~ Unif[0, 1].

1

2

3. On calcule S la somme des spins voisins.

4. On met un spin —1si U < e #5/(e7P% + €%%),

+1 sinon.
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Dynamique de Glauber
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1. On choisit un site uniformément au hasard.

2. On tire U ~ Unif]0, 1].

3. On calcule S la somme des spins voisins.

4. On met un spin —1si U < e #5/(e77% + €%%),
+1 sinon.
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_|_ —

I

I

_l_
+ 4+ o+

+ + + o+ +

Soutenance de these 16 octobre 2025 6/28



Introduction : dynamique de Glauber et modéle d'lsing

Dynamique de Glauber
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Dynamique de Glauber
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Dynamique de Glauber
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Introduction : dynamique de Glauber et modéle d'lsing

Dynamique de Glauber
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Introduction : dynamique de Glauber et modéle d'lsing

Dynamique de Glauber
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Propriété d'énergie finie :

Mé&me si tous les voisins de i ont un spin +1, la

probabilité d'avoir —1 en i est strictement positive

(et vice versa).
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Dynamique de Glauber

Dynamique sur une boite finie A € Z2.

Chafne de Markov sur {#1}" irréductible et apériodique = unique
mesure invariante fip 3.

Il s’agit du modele d’Ising, introduit par Lenz et Ising dans les années
1920 : on a

Vo € {£11, up (o) oc e Xini i,

Soutenance de these 16 octobre 2025 7/28



Introduction : dynamique de Glauber et modéle d'lsing

Le modele d'lsing

B =0.35 B = 0.4406868 B =0.45

(haute température)  (température critique) (basse température)

Simulations : Vincent Beffara
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Introduction : dynamique de Glauber et modéle d'lsing
Mesures de Gibbs

On ajoute des conditions au bord et on fait tendre A vers Z2.

+ —

+ —
On obtient des mesures de Gibbs en volume infini.

Ce sont toutes des mesures invariantes pour la dynamique de Glauber “en
volume infini".
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Introduction : dynamique de Glauber et modéle d'lsing
Mesures de Gibbs

On ajoute des conditions au bord et on fait tendre A vers Z2.

+ —

+ —

On obtient des mesures de Gibbs en volume infini.

Ce sont toutes des mesures invariantes pour la dynamique de Glauber “en
volume infini".

Théoreme (Transition de phase du modele d'lsing 2D (et plus) —
Peierls, Lebowitz Martin-Lof, van der Waerden)
Il existe un parametre critique (. € (0, 00) tel que

o V(3 < B¢ : unicité de la mesure de Gibbs.

o V(3 > (. : plusieurs mesures de Gibbs différentes.
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit

Table des matieres

© Couplage par le passé et facteurs de mesures produit
@ Pour le modele d'lsing
@ Pour un modele gaussien
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour le modéle d'Ising

Couplage par le passé en volume fini
Algorithme de Propp et Wilson (1996).

Pour chaque configuration o € {+1}", on considére une dynamique
initialisée a o a un temps négatif —7.

Elles évoluent en paralléle en subissant les mémes mises a jour (i.e.
mémes choix de sites et méme variables uniformes).
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour le modéle d'Ising

Couplage par le passé en volume fini

Algorithme de Propp et Wilson (1996).

Pour chaque configuration o € {+1}", on considére une dynamique
initialisée a o a un temps négatif —7.

Elles évoluent en paralléle en subissant les mémes mises a jour (i.e.
mémes choix de sites et méme variables uniformes).

Théoreme (Propp-Wilson)

Si T est assez grand pour que toutes les dynamiques coincident au temps
0, alors la configuration commune est distribuée exactement selon la
mesure invariante fip 3.

Pour la dynamique décrite précédemment, il existe presque slirement un tel
T <00l
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour le modeéle d'lsing

Couplage par le passé en volume infini pour || < 1

Pour chaque site i € Z9, processus de Poisson (T}, U!),en sur
(—00,0) x [0,1] : “marques” de mises a jour.

At=Ti Vj#io:j)=0:(j) on pose S = > j~i Ot—(J) puis

oe(i) =

—1 si Ul <eB5/(eP5 4 e75%)
+1 sinon
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour le modeéle d'lsing

Couplage par le passé en volume infini pour || < 1

Pour chaque site i € Z9, processus de Poisson (T}, U!),en sur
(—00,0) x [0,1] : “marques” de mises a jour.

At=Ti Vj#io:j)=0:(j) on pose S = > j~i Ot—(J) puis

1 s Ui < e BS/(eBS 4 o BS
at(f)—{ S hse/le e
+1 sinon

Idée : on explore la dynamique vers le passé depuis le temps O pour
déterminer le spin en un certain site ig.

Soutenance de these 16 octobre 2025 12/28



Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour le modeéle d'lsing

Couplage par le passé en volume infini pour || < 1

A priori, lorsqu’on met a jour le site i, la nouvelle valeur du spin en i
dépend des spins voisins au temps de la mise a jour.

esi U< msin e 75/(e%° 4+ e7P%) : siir de mettre —1
°osiU> max e 7% /(%5 + e7P%) : siir de mettre +1

— "bonnes marques” : on peut arréter |'exploration.

La proba qu'une marque soit bonne vaut 1 — tanh(2d|g]).
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour le modeéle d'lsing

Couplage par le passé en volume infini pour || < 1

Si B est assez petit (en fait si 2d tanh(2d|f5|) < 1), I'exploration se
termine presque slirement.

Alors le spin en iy au temps 0 s'écrit comme fonction mesurable des
marques.
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour le modéle d'Ising

Couplage par le passé en volume infini pour || < 1

Si B est assez petit (en fait si 2d tanh(2d|f5|) < 1), I'exploration se
termine presque slirement.

Alors le spin en iy au temps 0 s'écrit comme fonction mesurable des
marques.

Définition
d . - .
Une mesure o sur A%° est un facteur de mesure produit s'il existe un
o d d o
espace mesurable B, une fonction mesurable F : BZ" — A%® qui commute
avec toutes les translations de Z9 et un processus i.i.d. Y = (Y;)jczd

valeur dans B tel que
Loi(F(Y)) = .

Soutenance de these 16 octobre 2025 14 /28



Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour le modéle d'Ising

Couplage par le passé en volume infini pour || < 1

Conséquences (Haggstrom-Steif)

Il existe Bc € (0,00) tel que pour tout 8 € [—fc, B :
@ unicité de la mesure de Gibbs pg, qui s'écrit comme un facteur a
portée fini d’'une mesure produit.

@ il existe ¢ > 0 tel que pour tout £ > 1, il existe une loi /—dépendante
Zd
sur {£1}4 telle que

VA € Z9, drv(psln, veln) < [Nle .

Cette méthode ne fonctionne pas jusqu'au vrai point critique... mais elle
est valide pour 3 petit négatif.
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el e
. :
Modele gaussien

On veut appliquer la méme idée a un modele avec un spin a valeur dans
tout R (au lieu de {£1}).

Soit X = (X(i));czs un champ gaussien centré stationnaire tel que pour
tout i € Z9 la loi conditionnelle de X(i) sachant (X(j));i est

N %ZX(J'),l

jri
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el e
. :
Modele gaussien

On veut appliquer la méme idée a un modele avec un spin a valeur dans
tout R (au lieu de {£1}).

Soit X = (X(i));czs un champ gaussien centré stationnaire tel que pour
tout i € Z9 la loi conditionnelle de X(i) sachant (X(j));i est

N %ZX(_['),l

jri

Deux difficultés
@ spin a valeur continue

@ spin non borné
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el e
. :
Modele gaussien

On veut appliquer la méme idée a un modele avec un spin a valeur dans
tout R (au lieu de {£1}).

Soit X = (X(i));czs un champ gaussien centré stationnaire tel que pour
tout i € Z9 la loi conditionnelle de X(i) sachant (X(j));i est

N %ZX(_['),l

jri

Deux difficultés

@ spin a valeur continue : OK en étant malin dans la fonction de MAJ
@ spin non borné
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour un modéle gaussien

Couplage maximal

Soit (7™) une collection de loi de probabilités a densité sur R.

Proba max de couplage des lois #™, de densité f,, :

vy :/Rlnmf fm(t)dt.
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour un modele gaussien

Couplage maximal

Soit (7™) une collection de loi de probabilités a densité sur R.

Proba max de couplage des lois #™, de densité f,, :

vy :/Rlnmf fm(t)dt.

Généralisation de

max  P(X = Y) =1 dpy(rl, 72) = / f(8) A B(t) dt
X~ml)Y ~r2 R
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour un modéle gaussien

Couplage maximal

Soit (7™) une collection de loi de probabilités a densité sur R.

Proba max de couplage des lois #™, de densité f,, :

vy :/Rlnmf fm(t)dt.

Pour les N(em,1), m€ R, on a

1 >
= [ inf ——e(t=m*/24t —
" /Rnl1€R \ 27

=—> pas de “bonnes marques”...
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour un modéle gaussien

Couplage maximal

Soit (7™) une collection de loi de probabilités a densité sur R.

Proba max de couplage des lois #™, de densité f,, :
v = /R |nmf fm(t)dt.
Pour les N(em,1), me [—L,L], on a

1 >
= inf ———e (t=m/24q; -
v /RmE[—L,L] \ 2T

= pas de “bonnes marques”... sauf si on sait a priori que les spins des
voisins sont bornés.

Idée clef : on stratifie |'espace d'états R en différents niveaux.
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour un modéle gaussien

Modele gaussien

(Ln)n>1 suite croissante de niveaux.

Ly 1
. Lt —(t-m)?)2
: e dt >0
i /Ll me[ L1,L1] V2T

= proba de couplage des N'(em, 1) pour |m| < L;

Gn: = inf P(N(em,1) € [-Lp, Lp]) /nooo 1

me[iLn+l7L"+1]

= proba minimale de {|N(em,1)| < L,} pour |m| < Lpyq
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Couplage par le passé et facteurs de mesures produit Pour un modele gaussien

Modele gaussien

On a besoin d'une cascade de bonnes marques (de plus en plus faciles a
obtenir).

Sa réalisation est controlée par un modele de percolation a longue
portée, qui est sous-critique si g, — 1 assez vite et |¢| < 1.
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el e
. :
Modele gaussien

On a besoin d'une cascade de bonnes marques (de plus en plus faciles a
obtenir).

Sa réalisation est controlée par un modele de percolation a longue
portée, qui est sous-critique si g, — 1 assez vite et |¢| < 1.
Théoreme (F. 24)
Pour ¢ assez petit,

@ le champ gaussien X se réalise comme facteur d'une mesure produit

o il existe ¢ > 0 tel que pour tout £ > 1, il existe un processus
< d
(—dépendant Y sur R% tel que

VA @ Zd, dTv(X‘/\, Yg’/\) < \/\]e_d.
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Table des matieres

© Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK
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Modele de percolation FK

o Introduit par Fortuin et Kasteleyn en 1972.
e G =(V,E) un graphe fini, p€ [0,1], ¢ >0
@ Mesure de proba sur Q = {0,1}£ : pour tout w € Q,

¢pq OCHP% o 1we

ecE
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Modele de percolation FK

o Introduit par Fortuin et Kasteleyn en 1972.
e G =(V,E) un graphe fini, p€ [0,1], ¢ >0
@ Mesure de proba sur Q = {0,1}£ : pour tout w € Q,

¢p q OC H pwe o —weqk(w)

ecE

ol k(w) = nombre de clusters dans w.
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Modele de percolation FK

o Mesure de proba sur Q = {0,1}£ : pour tout w € Q,

¢pq O( H pwe - 1 weqk(w)
eckE

ol k(w) = nombre de clusters dans w.

@ Loi conditionnelle sur chaque aréte : pour tout e € E,

bpg(we =1]wlp\(e}) =

P __. p’  sinon :
p+(1—-p)g

NB:g<l<=p<p.
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Dynamique de Glauber de la percolation FK

I I

I |
| T
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Dynamique de Glauber de la percolation FK

I I

1. On choisit une aréte uniformément au hasard.

2. On tire U ~ Unif]0, 1].

3. On ouvre I'aréte lorsque U < p si les deux extrémités
de I'aréte sont dans le méme cluster, et lorsque U < p’ si
elles sont dans deux clusters distincts.
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Dynamique de Glauber de la percolation FK
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Dynamique de Glauber de la percolation FK
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Dynamique de Glauber de la percolation FK

I I

[ T |
| T

Soutenance de these 16 octobre 2025 22/28




Dynamique de Glauber de la percolation FK

I I

[ T |
| T

Soutenance de these 16 octobre 2025 22/28




Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Couplage avec une mesure produit

o Xo=we{0,1}F o Yo=w
o Au temps t, MAJ de l'aréte e : o Au temps t, MAJ de I'aréte e :
Xe(€) = Xe—(e') Ve’ # e et
1 siUg<pet C ;9
X, (e) = U< pf et X0 1 siU <p
t(e) 1 silU<pet / Yt(e):{ t S P

0 sinon 0 sinon

Yi(e') = Yi_(€) V' # e et

e Loi invariante : qbgq o Loi invariante : @, . B(p')
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Couplage avec une mesure produit

o Xo=we{0,1}F o Yo=w
o Au temps t, MAJ de l'aréte e : o Au temps t, MAJ de I'aréte e :
Xe(€) = Xe—(e') Ve’ # e et
1 siUg<pet C ;9
Xi(e) = U < p Cg ) 1 siU<p
t(e) 1 silU<pet / Yt(e):{ t S P

0 sinon 0 sinon

Yi(e') = Yi_(€) V' # e et

e Loi invariante : qbgq o Loi invariante : @, . B(p')

Pour tout t on a X; < Y, donc on obtient ¢S, < @ .. B(p').
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Couplage plus malin avec une mesure produit

€2

@ Au temps t, MAJ du motif e €3

€4
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Couplage plus malin avec une mesure produit

€2

@ Au temps t, MAJ du motif e €3

€4
» MAJ standard de e, e, €3 avec Uy, U, Us dans X; et Y;:.
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Couplage plus malin avec une mesure produit

@ Au temps t, MAJ du motif e

€2

€4

€3

» MAJ standard de e, e, €3 avec Uy, U, Us dans X; et Y;:.
» MAJ améliorée de e4 avec U, :

si U, Uz, Uz < p, alors on sait que C ;P est satisfait dans X;, et que

donc e, sera ouverte ssi Uy < p

Corentin Faipeur

Soutenance de these
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Couplage plus malin avec une mesure produit

@ Au temps t, MAJ du motif e

€2

€4

€3

» MAJ standard de e, e, €3 avec Uy, U, Us dans X; et Y;:.
» MAJ améliorée de e4 avec U, :

si U, Uz, Uz < p, alors on sait que C ;P est satisfait dans X;, et que

donc e, sera ouverte ssi Uy < p

= on peut faire Y(es) =

Corentin Faipeur

1 siU4§p

0 sinon

Soutenance de these

en conservant X; < Y;.
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Couplage plus malin avec une mesure produit

@ Au temps t, MAJ du motif e

€2

€4

€3

» MAJ standard de e, e, €3 avec Uy, U, Us dans X; et Y;:.
» MAJ améliorée de e4 avec U, :

si U, Uz, Uz < p, alors on sait que C ;P est satisfait dans X;, et que

donc e, sera ouverte ssi Uy < p

= on peut faire Y(es) =

0 sinon

1 siU4§p

en conservant X; < Y;.

» MAJ standard de e, e, €3 avec Us, Ug, U7 dans X; et Y; pour
récupérer I'indépendance des Y;(e;).

Corentin Faipeur
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Inégalité de comparaison améliorée g < 1

Loi invariante de (X;) : toujours qﬁgq.
Loi invariante de (V) : Qecr, 6,6, B(P') Qeck, B(p.p® + p'(1 — p%)).

Soutenance de these 16 octobre 2025 25/28



Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Inégalité de comparaison améliorée g < 1

Loi invariante de (X;) : toujours qﬁgq.
Loi invariante de (V) : Qecr, 6,6, B(P') Qeck, B(p.p® + p'(1 — p%)).

Théoreme (Beffara, F., Oke 25+)
SurZ9, d > 2, pour tout p € (0,1) et g < 1, il existe E et E deux

sous-ensembles d’arétes de densité positive et €, > 0 tels que

d
®B(p + é\l{eef}) = (Dg,q = ®B(p/ o g«]'{eEE})

ecE ecE
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Conséquences sur le portrait de phase pour g < 1

&) B(p) = 92, < R B(p))

ecE ecE

o si p' < pc(Z9), le modele est sous-critique + unicité de la mesure en
volume infini

o si p> pc(Z9), le modele est sur-critique (+ unicité de la mesure
uniquement en 2D)
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Comparaison avec des mesures produit pour la percolation FK

Conséquences sur le portrait de phase pour g < 1

d ~
®B(P +Elcq) 2 ®pq = ®B(p' — ey

ecE ecE

o si p/ < pc(Z9) + 5, le modele est sous-critique + unicité de la mesure
en volume infini

o sip>p(Z9) — 5, le modele est sur-critique (4 unicité de la mesure
uniquement en 2D)

Grace a la théorie des “essential enhancements” d’Aizemann et Grimmett.
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Comparaison avec des mesures produit pour la percola

Portrait de phase en 2D

Supercritical phase
Uniqueness

Uniqueness

Subcritical phase

Corentin Faipeur Soutenance de theése
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Conclusion

Perspectives

@ unicité de la mesure pour FK en régime surcritique g <17
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Conclusion

Perspectives

@ unicité de la mesure pour FK en régime surcritique g <17
o facteur d'lID pour FK avec g proche de 1 7 unicité ?

@ généralisation de la méthode “couplage par le passé” pour un modele
d'lsing a longue portée :
,UJ/\B(O-) o eﬁz"ﬂ‘ Jijo (o))

avec Jij = |i — j|=*.
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@ généralisation de la méthode “couplage par le passé” pour un modele
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Conclusion

Perspectives

unicité de la mesure pour FK en régime surcritique g < 1 7?

facteur d'lID pour FK avec g proche de 1 7 unicité ?

@ généralisation de la méthode “couplage par le passé” pour un modele
d'lsing a longue portée :

pn, (o) o ef 21y Jiio (Do)

avec Jij = |i — j|=*.

ou avec des (J; ;) aléatoires ?

Merci pour votre attention !!
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